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Концепция устойчивого тренда 
крупных инвестиционных проектов 
инфраструктуры
Р еализация крупных инвестицион-ных проектов, направленных на формирование транспортной инф-
раструктуры, связана с комплексным ос-
воением территории . Источники финан-
сирования при этом могут быть различ-
ными: собственные средства железнодо-
рожной компании, сторонние инвесторы, 
государственные органы различных 
уровней и т . д . Российским примером про-
екта федерального уровня служит «Модер-
низация железнодорожной инфраструк-
туры Байкало-Амурской и Транссибир-
ской железнодорожных магистралей 
с развитием пропускных и провозных 
способностей» [1], благодаря которой 
в этом регионе помимо достижений же-
лезнодорожной отрасли появятся новые 
автомобильные дороги, произойдёт мо-
дернизация предпортовых и припортовых 
станций, будут обеспечены дополнитель-
ные энергетические мощности для расту-
щих промышленных предприятий [2] . 
Создание и эксплуатация объекта «Новая 
железнодорожная линия необщего поль-
зования Бованенково–Сабетта», в свою 
очередь, проект регионального уровня – 
инициатором его стал Ямало-Ненецкий 
автономный округ [3] .
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Ускорение экономического роста многих 
стран, в том числе и России, путём 
формирования мультипликативного 
эффекта в значительной степени опирается 
на успешную реализацию инвестиционных 
программ транспортных компаний. При 
этом на всех этапах жизненного цикла 
каждого проекта должен обеспечиваться 
положительный тренд. Для принятия 
концептуально выверенных, чётко 
ориентированных экономической теорией 
управленческих решений предлагается 
использование динамических экономико-
математических моделей обоснования 
крупных инвестиционных проектов, 
направленных на развитие транспортной 
инфраструктуры. В статье рассмотрены 
варианты обеспечения устойчивости 
финансового результата, зависящего 
от реализации проекта при различных 
объёмах финансирования и разной степени 
приближения компаний к состоянию 
инвестиционного равновесия.
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При разработке таких проектов возни-
кают специфические проблемы, одной из 
которых является некоторая неопределён-
ность оценки горизонта полного окончания 
всех сопутствующих действий по освоению 
районов тяготения магистрали . Другая осо-
бенность обусловлена высокими рисками 
негативного влияния различных факторов: 
экономических, социальных, экологиче-
ских, политических, технологических, лю-
бой из них может задержать на какое-то 
время не только реализацию сопутствующих 
проектов, но и приостановить форсаж 
основного [4] . И здесь опять же неустойчи-
вость, хотя вопрос уже не столько в полноте 
или неполноте открываю щегося горизонта, 
сколько в уверенности самого движения 
к цели .
I.
Проблема преодоления неустойчивости 
и обретения устойчивого развития в эко-
номической теории опирается на теорию 
максимального потока совокупного дохода 
Хикса–Линдаля . В ней утверждается необ-
ходимость, по крайней мере, сохранения 
совокупного капитала, на базе которого 
и произведён этот доход .
Широкое признание в мире получили 
в этом русле системы экоиндикаторов 
Организации экономического сотрудни-
чества и развития (ОЭСР) . Достаточно 
распространены и системы индикаторов 
Комиссии ООН по устойчивому развитию 
(КУР ООН), используя которые можно 
определять устойчивость развития круп-
ных проектов и больших компаний и кор-
пораций [5] .
Для оценки устойчивости развития 
комплексных проектов целесообразно 
использовать динамические математиче-
ские модели совместно с теорией опти-
мального распределения ресурсов, по-
скольку сейчас все виды ресурсов (финан-
совых, материальных, трудовых, информа-
ционных), направляемых на масштабные 
проекты, ограничены [6] .
При составлении математической мо-
дели для нахождения наилучших планов 
инвестиций может быть привлечён один из 
способов решения задачи распределения 
ресурсов . В рамках классической задачи 
оптимального распределения инвестици-
онных ресурсов (проектами) рассматрива-
ется ситуация, в которой общий объём 
финансирования между m проектами 
с выпуклыми функциями [7] экономиче-
ских эффектов f
i
(x
i
) фигурировал таким 
образом, чтобы суммарная функция эко-
номического эффекта была наибольшей:
( ) ( )
=

… = →
 + +…+ = >
 ≥ = …

∑1
●
1
1 2
,● ,
0 ●
0,● 1, ,  .
m
m i i
i
m
i
F x x f x max
x x x x
x i m
   (1)
В системе (1) F(x
1
,
 
x
2
,…,
 
x
m
) является сум-
марной функцией экономического эффекта; 
x
i
, i = 1,…m –  объёмы инвестиций в проекты; 
x –  общий объём финансирования всех про-
ектов . При этом допускается возможность 
отсутствия финансирования некоторых 
проектов . В таком случае окажется, что x
i 
= 0 
для некоторых, но не всех i .
При построении динамических эконо-
мических моделей или моделей развития 
могут быть использованы функции эконо-
мического эффекта .
Сначала рассмотрим модель развития 
одного изолированного проекта компании . 
Обозначим через x
n
 инвестиции в проект 
на n-м этапе . Тогда f(x
n
) в случае положи-
тельности этой величины будет представ-
лять собой положительный финансовый 
результат от проекта на n-м этапе . Пусть 
некоторая часть этих средств, с коэффици-
ентом k, вкладывается в проект на следую-
щем его этапе . При этом образуется x
n+1
 – 
объём инвестиций на следующем этапе . 
Разумеется, в случае отрицательности 
экономического эффекта (f(x
n
) < 0)) инве-
стиции из него нецелесообразны . Из этих 
соображений и допущений получим мате-
матическую модель процесса реализации 
проекта во времени:
x
n+1
 = kf(x
n
) при f(x
n
) ≥ 0,  0 ≤ k ≤ 1.   (2)
При этом будем полагать, что оставшая-
ся часть прибыли (1 –  k)f(x
n
) будет израс-
ходована на реализацию других проектов 
или на финансирование иных нужд ком-
пании, или на дивиденды акционеров . 
Случай отрицательности экономического 
эффекта пока рассматриваться не будет .
Уравнение (1) является нелинейным 
рекуррентным первого порядка [8] . Анали-
тическое и численное его исследование 
в случае выпуклых функций f(x
n
) может 
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представлять интерес для изучения и управ-
ления экономическим процессом . При 
этом есть возможность рассматривать 
возникновение стационарного процесса
x
n
 = x
1
 = x
0
 = const,   (3)
а также его устойчивость, эффективность, 
колебательность и другие свойства . Поря-
док исследования таких автономных моде-
лей состоит в начальном нахождении числа 
положений равновесия и их параметров, 
затем оценивается устойчивость по Ляпу-
нову положений равновесия, а потом про-
веряется устойчивость в целом всей систе-
мы, если устойчивое положение равнове-
сия единственно . В дальнейшем изучаются 
качество переходных процессов настройки 
системы на устойчивое положение равно-
весия и условия монотонности переходных 
процессов . Для нахождения стационарно-
го процесса (3) достаточно использовать 
равенства (3) в уравнении (2), при этом 
получится следующее условие для положе-
ния равновесия:
x
0 
= k f(x
0
).  (4)
Из равенства (4) становится ясным 
экономический смысл коэффициента k . 
Он равен обратной величине к экономиче-
ской эффективности в установившемся 
режиме в случае устойчивости этого режи-
ма . У уравнения (4) всегда имеется очевид-
ное решение:
x
01 
= 0 = k f(x
01
).   (5)
С другой стороны, уравнение (5) для 
вверх выпуклой функции f(x) не может 
иметь более двух корней . Примером, когда 
имеются ровно два корня, служит уравне-
ние
kf(x
0
) = 3(1– e-x0) –  x
0
 = x
0
.   (6)
Такая ситуация характерна для боль-
шинства экономических процессов . Одна-
ко возможны и случаи, когда имеется 
всего лишь одно положение равновесия 
уравнения (2) . Отметим, что переменная x 
в уравнении (4) обязана быть положитель-
ной . Поэтому уравнение
kf(x
0
) = 0,5 x
0–
2 x
0
2 = x
0
   (7)
будет иметь единственное нулевое поло-
жение равновесия, сохраняющее эконо-
мический смысл . Второе положение рав-
новесия здесь отрицательно и находится 
за пределами существования корректной 
математической модели экономического 
процесса . Такая ситуация создаётся в тех 
случаях, когда начальная экономическая 
эффективность меньше единицы, но боль-
ше нуля:
0 < kf′(0+) < 1.   (8)
При отрицательной начальной эффек-
тивности для выпуклых функций эконо-
мического резона в этой работе не пред-
усматривается из-за их глобальной бес-
прибыльности . И тогда проявляет себя 
нежелательная устойчивость нулевого 
положения равновесия, ведущая к разоре-
нию . Такую ситуацию в некоторых случа-
ях можно изменить, увеличивая финанси-
рование проекта, что приводит к увеличе-
нию параметра k в модели (2) . Если же 
выполняется условие kf′(0+) = 1, то пря-
мая линия y = x является касательной 
к графику выпуклой функции y = f(x), 
и в этом варианте уравнение (4) также 
имеет ровно один нулевой корень . Соот-
ветствующее ему положение равновесия 
также неустойчиво, но находится на гра-
нице устойчивости . В случае
kf′(0+) > 1   (9)
также возможно, что у уравнения (2) суще-
ствует только один корень . Такая ситуация 
вероятна лишь при условии монотонного 
возрастания функции f(x) [9] .
Изучим подробнее этот случай . Из ус-
ловий (9) и (6) следует, что при достаточно 
малых положительных значениях неизвест-
ного выполняется условие
kf (x) > x.   (10)
Если при выполнении условия (10) вы-
пуклая функция kf(x) не является монотон-
но возрастающей, то найдётся число x
1
, при 
котором будет выполнено условие (4), 
а само x
1
 окажется положением равновесия 
рекуррентного уравнения (2) . В случае 
выполнения условия (9) и возрастающей 
функции kf (x) по свойству убывания по-
ложительной функции экономической 
эффективности
( ) = ( )●●kf xd x
x
   (11)
и из классической теоремы Вейерштрасса 
вытекает существование следующего пре-
дела:
→+∞
= ≥
●
( )
lim 0 .●
x
kf x
s
x
   (12)
Если предельная эффективность s < 1, 
то уравнение (4) заведомо имеет ненулевой 
положительный корень –  ситуацию равно-
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весия рекуррентного уравнения (2) . При 
s ≥ 1 у уравнения (4) нет положительных 
корней .
Рассмотрим вопросы, связанные 
с устойчивостью положений равновесия 
рекуррентного уравнения (3) в зависимо-
сти от входящей в него выпуклой функции 
f(x) и параметра k. Условие асимптотиче-
ской устойчивости положения равновесия 
x
0
 достигается при выполнении следующе-
го неравенства:
kf ′(0+) < 1 .   (13)
Если же имеет место неравенство
kf ′(0+) > 1,   (14)
то положение равновесия неустойчиво . 
Исследуем на устойчивость нулевое 
положение равновесия рекуррентного 
уравнения (2) . Так как берётся случай (9), 
то имеет место неустойчивость нулевого 
положения равновесия . Случаю kf′(0+) = 1 
для выпуклых вверх функций f(x) тоже 
соответствует неустойчивое нулевому по-
ложению равновесие . Это обстоятельство 
связано с тем, что для выпуклых функций 
при условии достаточно малых положи-
тельных значений неизвестного выполня-
ется неравенство f(x) > x, из которого опять 
же следует неустойчивость . В этом случае, 
как и при выполнении условия (9), после-
довательность {x
n
} является возрастающей .
II.
Перейдем к исследованию устойчиво-
сти второго положения равновесия . Оно 
удовлетворяет
kf′(x
0
) < 1,   (15)
потому что выполняется условие
( )
=0
0
1 .●●●
kf x
x
   (16)
Но выше для выпуклых функций было 
доказано неравенство
( ) ( )>● '
●
,
kf x
kf x
x
из которого и из (15) вытекает неравенство 
(16) . Из неравенства (15) следует, что неус-
тойчивость положения равновесия воз-
можна только при выполнении условия
kf′(x
0
) < -1 .   (17)
Такая ситуация невозможна при s ≥ 0. 
Значит, второе положение равновесия 
всегда устойчиво, если оно вообще суще-
ствует . Если же функция kf(x) имеет мак-
симум, то при положениях равновесия, 
меньших абсциссы максимума x
max
 функ-
ции f(x), её производная положительна . 
Поэтому соответствующие положения 
равновесия устойчивы . В точке максимума 
(x
max
, f
max
)
 
эта производная равна нулю и по-
ложение равновесия x
max
 также устойчиво .
Всем случаям
1 > kf′(x
0
) > 0   (18)
соответствует диаграмма Кенигса–Ламе-
рея, эскизно изображённая на рис . 1 [10] . 
Из рассмотрения этой диаграммы явствует, 
что экономический процесс имеет асимп-
тотически устойчивое положение равнове-
сия, к которому он сходится монотонно . 
В таких случаях будем говорить об устой-
чивом экономическом росте . При нём во 
время возрастания на каждом этапе про-
цесса инвестиций и прибыли возникают 
комфортные для фирмы условия, которые 
kf
X1 X2 XX3 X4 XmaxX5
y=x
Рис. 1. Диаграмма 
Кенигса–Ламерея 
для рекуррентного 
уравнения (2) 
при выполнении 
неравенства (18).
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постепенно завершаются стабильной ра-
ботой вблизи положения равновесия, 
когда становятся постоянными инвести-
ции, прибыль и отчисления дивидендов .
Если же выполняется неравенство
0 > kf′(x
0
) > -1,   (19)
то положение равновесия также устойчиво, 
но диаграмма Кенигса–Ламерея на рис . 2 
показывает на колебательный процесс 
решения уравнения (1) . Такая ситуация 
в принципе приемлема, но менее комфорт-
на для фирмы, потому что отсутствует 
монотонность развития . К тому же объёмы 
инвестиций избыточны . На участке возра-
стания функции экономического эффекта 
на рис . 2 имеется точка, в которой теоре-
тически возможна такая же прибыль, ко-
торая имеется на её падающем участке, но 
при меньших объёмах инвестиций . Это 
говорит о том, что инвестиции вкладыва-
ются не с лучшей эффективностью .
Ситуация, когда положение равновесия 
превышает точку максимума функции 
экономического эффекта, свидетельствует 
о том, что имеется избыточное финанси-
рование проекта . Сам факт превышения 
может быть обнаружен при возникновении 
колебаний у экономического процесса 
(рис . 2) . Соответственно на рис . 3 показано, 
что в этом случае целесообразно умень-
шить величину k в модели (2) . Тогда и кри-
вая y = kf(x) уменьшится вдоль оси ординат, 
и положение равновесия схожим образом 
изменится .
При этом можно добиться устойчивого 
роста с лучшей эффективностью, но 
и уменьшится само установившееся значе-
ние экономического эффекта f(x
02
). Особый 
интерес представляет динамический эко-
номический процесс в случае возрастаю-
щей функции экономического эффекта 
и при отсутствии второго положения рав-
новесия . Здесь выполняется условие
kf(x) > x при всех x > 0.  (20)
При выполнении условия (20) последо-
вательность экономических эффектов по 
годам возрастает с экспоненциальной 
скоростью . Это демонстрирует рис . 4 .
Заметим, что и в данном варианте эф-
фективность проекта меньше начальной 
и убывает . Поэтому подобный проект мо-
жет и не быть очень прибыльным . В таких 
kf
X2 XmaxX1 X
y=x
kf
X1 X2 XXmax
y=x
Рис. 2. Диаграмма Кенигса–
Ламерея для рекуррентного 
уравнения (2) при выполнении 
неравенства (19).
Рис. 3. Динамический 
процесс на диаграмме 
Кенигса–Ламерея 
при преодолении 
избыточного 
финансирования.
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случаях вместо исследования второго по-
ложения равновесия, которого здесь нет, 
нужны проверка величины эффективности 
на каждом из этапов, а также нахождение 
предельной эффективности с помощью 
формулы (12) .
Следует иметь в виду, что после получе-
ния данных о положении равновесия x
02
 
уравнения (1) предстоит найти экономи-
ческий эффект kf(x
02
) и установившуюся 
эффективность:
( )
= 02
02
 .
kf x
s
x
 (21)
Оба эти параметра обязаны удовлетво-
рять требованиям к экономическому про-
екту . В случае несоответствия требовани-
ям –  малом объёме экономического эф-
фекта или недостаточности эффективно-
сти –  следует изменить величину k через 
систему финансирования проекта или же 
функции экономического эффекта f(x) 
путём изменения средств производства или 
их объёмов .
ВЫВОДЫ
Во многих случаях для нормального 
развития компаний и реализации их про-
ектов желательно иметь нарастающие во 
времени значения прибыли и объёмов 
производства . Если эти величины оказы-
ваются подверженными колебаниям со 
спадами (рецессиями), то такая ситуация 
чрезвычайно нежелательна для надёжного 
и уверенного развития компании . При этом 
потери при спадах носят не только прямой 
финансовый характер, но и возможен ими-
джевый урон . Поэтому под устойчивым 
развитием понимается возрастающий 
процесс выхода проекта (и всей компании) 
на устойчивое положение равновесия .
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Background. The implementation of major 
investment projects aimed at formation of transport 
infrastructure is associated with integrated 
development of the territory. Sources of financing 
can be different: railway company’s own funds, third-
party investors, funds of public bodies of various 
levels, etc. The Russian example of the federal-level 
project is «Modernization of the railway infrastructure 
of Baikal-Amur and Trans-Siberian railway lines with 
development of throughput and carrying capacity» 
[1], due to which in the region, besides achievements 
of the railway industry, new automobile roads will 
appear, modernization of pre-port and port stations 
will take place, additional power capacities for 
growing industrial enterprises will be provided [2]. 
The creation and operation of the new object 
«Bovanenkovo–Sabetta new non-public railway 
line», in turn, is a regional-level project initiated by 
Yamal-Nenets Autonomous District [3].
In development of such projects, specific 
problems arise, one of which is some uncertainty 
in estimating the horizon of the complete end of all 
associated activities for development of the gravity 
areas of the main line. Another peculiarity is caused 
by high risks of negative influence of various factors: 
econom ic ,  soc i a l ,  eco log i ca l ,  po l i t i ca l , 
technological, any of them can delay for some time 
not only the implementation of related projects, but 
also to suspend the forcing of the main one [4]. And 
here again instability appears, although the 
question is not so much in fullness or incompleteness 
of the opening horizon, but in confidence of the 
movement itself towards the goal.
Objective. The objective of the author is to 
consider concept of sustainable trend within large 
infrastructure investment projects.
Methods. The author uses general scientific 
methods, comparative analysis,  evaluation 
approach,  mathemat ica l  methods,  graph 
construction.
Results.
I
The problem of overcoming instability and 
finding sustainable development in economic 
theory is based on the theory of the maximum flow 
of the aggregate income of Hicks–Lindahl. It affirms 
the necessity, at least, of preserving the aggregate 
capital on the basis of which this income is 
generated.
Wide recognition in the world was received in 
this direction by the system of eco-indicators of the 
Organization for Economic Cooperation and 
Development (OECD).  The United Nat ions 
Commission on Sustainable Development (UNCSD) 
system of indicators is also quite common, using 
which one can determine sustainabi l i ty  of 
development of large projects and large companies 
and corporations [5].
To assess sustainability of development of 
complex projects, it is expedient to use dynamic 
mathematical models in conjunction with the theory 
of optimal allocation of resources, since now all 
types of resources (financial, material, labor, 
information) directed to large-scale projects are 
limited [6].
When compiling a mathematical model for 
finding the best investment plans, one of the ways 
to solve the problem of resource allocation can be 
involved. Within the framework of the classical 
problem of optimal distribution of investment 
resources (projects), the situation is considered in 
which the total amount of financing between m 
projects with convex functions [7] of economic 
effects f
i
(x
i
) was represented in such a way that the 
total function of the economic effect was the 
greatest:
( ) ( )1
●
1
1 2
,● ,
0 ●
0,● 1, ,  .
m
m i i
i
m
i
F x x f x max
x x x x
x i m
=

… = →
 + +…+ = >
 ≥ = …

∑
 (1)
In the system (1) F(x
1
,
 
x
2
,…,
 
x
m
) ●  is the total function 
of the economic effect; x
i
, i = 1,…m – volume of 
investment in projects; x – total funding for all 
projects. At the same time, it is possible that some 
projects cannot be financed. In this case, it turns 
out that x
i 
= 0 for some, but not for all i.
When constructing dynamic economic models 
or models of development, the functions of the 
economic effect can be used.
First, let’s consider the development model of 
a single isolated project of the company. We denote 
by x
n
 the investment in the project at the n-th stage. 
Then f(x
n
) if positive, will represent a positive 
financial result from the project at the n-th stage. 
Let some part of these funds, with a coefficient k, 
be put into the project at its next stage. In this case, 
x
n+1
 is formed which is the amount of investment at 
the next stage. Of course, in the case of negative 
economic effect (f(x
n
) < 0)) investments from it are 
inexpedient. From these considerations and 
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ABSTRACT
Acceleration of economic growth of many 
countries, including Russia, through formation of a 
multiplier effect is largely based on successful 
implementation of investment programs of transport 
companies. At the same time, a positive trend 
should be ensured at all stages of the life cycle of 
each project. To make conceptually verified 
management decisions that are clearly oriented by 
economic theory, it is proposed to use dynamic 
economic  and  mathemat ica l  mode ls  for 
substantiating large investment projects aimed at 
developing transport infrastructure. The article 
considers options to ensure sustainability of a 
financial result, depending on implementation of the 
project with different amounts of financing and 
different degrees of approach of companies to the 
conditions of investment equilibrium.
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assumptions, we obtain a mathematical model of 
the project implementation process in time:
x
n+1
 = kf(x
n
) when f(x
n
) ≥ 0, 0 ≤ k ≤ 1.  (2)
In doing so, we will assume that the remaining 
part of the profit (1 – k)f(x
n
) will be spent on 
implementation of other projects, or on financing 
other needs of the company, or on dividends of 
shareholders. The case of negativity of the 
economic effect will not be considered for the time 
being.
Equation (1) is a nonlinear recurrent of the first 
order [8]. Its analytic and numerical study in the 
case of convex functions f(x
n
) may be of interest for 
study and management of the economic process. 
In this case, it is possible to consider the occurrence 
of a stationary process
x
n
 = x
1
=x
0
 = const,   (3)
and also its stability, efficiency, oscillation and other 
properties. The order of study of such autonomous 
models consists in the initial finding of the number of 
equilibrium positions and their parameters, then the 
stability of Lyapunov’s equilibrium positions is 
evaluated, and then stability in the whole of the entire 
system is checked if the stable equilibrium position is 
unique. In the future, the quality of the transient 
processes of tuning the system to a stable equilibrium 
position, the conditions for monotonicity of transient 
processes are studied. To find the stationary process 
(3), it is sufficient to use equalities (3) in the equation 
(2), thus obtaining the following condition for the 
equilibrium position:
x
0
 = k f(x
0
).  (4)
From equality (4), the economic meaning of the 
coefficient k becomes clear. It is equal to the 
reciprocal of the economic efficiency in the steady 
state if this mode is stable. Equation (4) always has 
an obvious solution:
x
01
 = 0 = k f(x
01
).  (5)
On the other hand, equation (5) for an upward 
convex function f(x) cannot have more than two 
roots. An example, when there are exactly two roots, 
is given by the equation
kf(x
0
) = 3(1– e-x0) – x
0
 = x
0
.  (6)
This situation is typical of most economic processes. 
However, cases are possible where there is only 
one equilibrium position of equation (2). Note that 
the variable x in the equation (4) must be positive. 
Therefore, the equation
kf(x
0
) =0,5 x
0
–2 x
0
2 = x
0
  (7)
will have a single zero equilibrium position that 
preserves the economic meaning. The second 
position of equilibrium here is negative and is 
beyond the existence of a correct mathematical 
model of the economic process. This situation is 
created in those cases when the initial economic 
efficiency is less than one, but greater than zero:
0 < kf′(0+) < 1.  (8)
With a negative initial efficiency for convex 
functions, the economic reason in this work is not 
envisaged because of their global non-profitability. 
And then the undesirable stability of the zero 
position of equilibrium, leading to ruin, manifests 
itself. This situation can be changed in some cases, 
increasing financing of the project, which leads to 
an increase in the parameter k in the model (2). If 
the condition kf′(0+) = 1 is satisfied, then the 
straight line y = x is tangent to the graph of the 
convex function y = f(x), and in this variant equation 
(4) also has exactly one zero root. The corresponding 
equilibrium position is also unstable, but is at the 
stability boundary. When
kf′(0+) > 1,  (9)
it is also possible that equation (2) has only one 
root. Such a situation is probable only if the function 
f(x) increases monotonically [9].
kf
X1 X2 XX3 X4 XmaxX5
y=x
Pic. 1. The Königs–Lamerey diagram for the recurrence equation (2) when inequation (18) is satisfied.
• WORLD OF TRANSPORT AND TRANSPORTATION, Vol. 16, Iss. 2, pp. 24–34 (2018)
Seslavina, Elena A. Concept of Sustainable Trend within Large Infrastructure Investment Projects
32
Let us study this case in more detail. It follows 
from conditions (9) and (6) that for sufficiently small 
positive values of the unknown the condition is 
satisfied
kf (x) > x.  (10)
If, under condition (10), the convex function 
kf(x) is not monotonically increasing, then there is 
a number x
1
 for which condition (4) is satisfied, and 
x
1
 itself is the equilibrium position of the recurrence 
equation (2). If the condition (9) and the increasing 
kf
X2 XmaxX1 X
y=x
Pic. 2. The Königs–Lamerey diagram for the recurrence equation (2) when inequation (19) is satisfied.
kf
X1 X2 XXmax
y=x
Pic. 3. Dynamic process on the Königs–Lamerey diagram in overcoming excess financing.
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function kf (x) are satisfied according to the 
property of decreasing posit ive function of 
economic efficiency
( ) ( )kf xd x
x
=   (11)
and from the classical Weierstrass theorem the 
existence of the following limit implies:
( )
●
lim 0 .●
x
kf x
s
x→+∞
= ≥   (12)
If the limiting efficiency s < 1, then equation (4) 
certainly has a non-zero positive root – the 
equilibrium situation of the recurrence equation (2). 
For s ≥ 1, equation (4) has no positive roots.
Let us consider the questions connected with 
stabi l i ty of the equil ibrium posit ions of the 
recurrence equation (3) as a function of the convex 
function f(x) and the parameter k entering into it. 
The condition of asymptotic stabil ity of the 
equilibrium position x
0
 is achieved when the 
following inequality is satisfied:
kf′(0+)  < 1.  (13)
If the inequation takes places
kf′(0+)  > 1,  (14)
then the equilibrium position is unstable. Let us study 
the zero equilibrium position of the recurrence 
equation (2) for stability. Since case (9) is taken, 
instability of the zero equilibrium position takes 
place. The case kf′(0+)  = 1 for convex functions 
f(x) also corresponds to an unstable zero position of 
equilibrium. This circumstance is connected with the 
fact that for convex functions under the condition of 
sufficiently small positive values of the unknown the 
inequation f(x) > x is satisfied, from which again 
instability follows. In this case, as in the case of 
condition (9), the sequence {x
n
} is increasing.
II.
We now turn to the study of stability of the 
second equilibrium position. It satisfies
kf′(x
0
) < 1,  (15)
because the condition is satisfied
( )0
0
1 .●●●
kf x
x
=   (16)
But above for convex functions it was proved 
that
( ) ( )● '
●
,
kf x
kf x
x
>
from which and from (15) follows the inequation (16). 
It follows from (15) that instability of the equilibrium 
position is possible only if the condition is satisfied
kf′(x
0
) < -1.  (17)
Such a situation is impossible for s ≥ 0. Hence 
the second equilibrium position is always stable, if 
it exists at all. If, however, the function kf(x) has a 
maximum, then for the equilibrium positions less 
than the abscissa of the maximum x
max
 of the 
function f(x) its derivative is positive. Therefore, the 
corresponding equilibrium positions are stable. At 
the maximum point (x
max
, f
max
), this derivative is zero 
and the equilibrium position ● maxx  is also stable.
All cases
1 > kf′(x
0
) > 0  (18)
correspond to the Königs–Lamerey diagram 
sketched in Pic. 1 [10]. From consideration of this 
diagram it is clear that the economic process has 
an asymptotically stable equilibrium position, to 
kf
X1 X2 XX3 X4
y=x
Pic. 4. The Königs–Lamerey diagram for the increasing function of the economic effect and in the absence of the 
second equilibrium position for the recurrence equation (2).
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which it converges monotonically. In such cases, 
we will speak about sustainable economic growth. 
With it, during growth, at every stage of the 
investment and profit process, conditions favorable 
for the company arise, which gradually end in a 
stable operation near the equilibrium position, 
when investments, profits and dividends become 
permanent.
If the inequation is satisfied
0 > kf′(x
0
) > -1,  (19)
then the equilibrium position is also stable, but the 
Königs–Lamerey diagram in Pic. 2 shows the 
oscillatory process of solving the equation (1). This 
situation is acceptable in principle, but less 
comfortable for the company, because there is no 
monotony of development. In addition, the volume 
of investment is excessive. In the area of increasing 
the function of the economic effect in Pic. 2 there 
is a point in which the same profit is theoretically 
possible, which is available in its falling area, but 
w i th  less  investment .  Th is  suggests  that 
investments are not being made with better 
efficiency.
The situation when the equilibrium position 
exceeds the maximum point of the function of the 
economic effect indicates that there is excess 
financing for the project. The very fact of excess 
can be detected when there are fluctuations in the 
economic process (Pic. 2). Accordingly, Pic. 3 
shows that in this case it is expedient to reduce the 
value of k in the model (2). Then the curve y = kf(x) 
decreases along the ordinate axis, and the 
equilibrium position changes in a similar way.
At the same time, it is possible to achieve 
sustainable growth with better efficiency, but also 
the steady-state value of the economic effect f(x
02
) 
will decrease. Of particular interest is the dynamic 
economic process in the case of an increasing 
function of the economic effect and in the absence 
of  a second equi l ibr ium posit ion. Here the 
condition is satisfied
kf(x) > x for all x > 0.  (20)
When condition (20) is satisfied, the sequence 
of economic effects increases year by year with 
exponential rate. This is shown in Pic. 4.
Note that in this version the project efficiency 
is lower than the initial one and decreases. 
Therefore, such a project may not be very 
profitable. In such cases, instead of examining the 
second equilibrium position, which is not here, you 
need to check the effectiveness at each stage, and 
find the marginal efficiency using the formula (12).
It should be borne in mind that after obtaining 
the value of the equilibrium position x
02
 of equation 
(1) it is necessary to find the economic effect 
kf(x
02
) and the established efficiency:
( )02
02
 .
kf x
s
x
=
Both these parameters are required to satisfy 
the requirements for the economic project. If there 
is a discrepancy between the requirements – a 
small amount of economic effect or a lack of 
efficiency – the value of k should be changed 
through the project financing system or the 
function of the economic effect f(x) by changing 
the means of production or their volumes.
Conclusions. In many cases, for normal 
development of companies and implementation of 
their projects, it is desirable to have time-increasing 
profit and production volumes. If these values are 
subject to fluctuations with recessions, then this 
situation is extremely undesirable for reliable and 
confident development of the company. At the same 
time, losses in recessions are not only of direct 
financial nature, besides image damage is also 
possible. Therefore, sustainable development is 
considered as an increasing process of the 
project’s (and the entire company’s) entrance to a 
stable equilibrium position.
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